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Abstract

This research focuses on the relativistic energy and wave function for spin-zero particles using the Klein-
Gordon Equation influenced by a combination of hyperbolic potentials, specifically the Hultén potential and
the hyperbolic Scarf potentials type I and II. The main problem addressed is how to solve the Klein-Gordon
Equation under anti-particle conditions, where the scalar potential is equal to the negative vector potential,
and in separable non-central cylindrical coordinates. The objective of this research is to determine the
relativistic energy and wave function of spin-zero particles under the mentioned conditions. To achieve this
objective, the asymptotic iteration method (AIM) is used to solve the Klein-Gordon Equation, which has been
reduced to three one-dimensional Schrddinger equations. This approach allows for the separation of variables
in cylindrical coordinates, breaking the three-dimensional non-central cylindrical potential into radial (r),
angular (6), and axial (z) components. The results of the research indicate that the relativistic energy and
wave function can be obtained using the AIM. The relativistic energy is derived from the radial component,
and the wave function is presented in the form of a hypergeometric equation. These results are presented as
equations that show the relationship between energy and wave function with the involved variables.

Keywords: Klein-Gordon equation, Cylindrical coordinates, Hulthen potential, Type I and II hyperbolic Scarf
potentials

Abstrak

Penelitian ini berfokus pada energi relativistik dan fungsi gelombang untuk partikel spin nol menggunakan
Persamaan Klein-Gordon yang dipengaruhi oleh kombinasi potensial hiperbolik, yaitu potensial Hulten serta
potensial Scarf hiperbolik tipe I dan II. Permasalahan utama yang dihadapi adalah bagaimana memecahkan
Persamaan Klein-Gordon dalam kondisi anti-partikel, di mana potensial skalar sama dengan negatif potensial
vektor, serta dalam koordinat silinder tak terpusat yang dapat dipisahkan. Tujuan penelitian ini adalah untuk
menentukan energi relativistik dan fungsi gelombang dari partikel spin nol dalam kondisi yang telah
disebutkan. Untuk mencapai tujuan ini, metode iterasi asimtotik (AIM) digunakan dalam menyelesaikan
Persamaan Klein-Gordon yang telah direduksi menjadi tiga persamaan Schrédinger satu dimensi. Pendekatan
ini memungkinkan pemisahan variabel dalam koordinat silinder, memecah potensial silinder non-pusat tiga
dimensi menjadi bagian radial (r), bagian sudut (B8), dan bagian aksial (z). Hasil penelitian menunjukkan
bahwa energi relativistik dan fungsi gelombang dapat diperoleh melalui metode AIM. Energi relativistik
dihasilkan dari bagian radial dan fungsi gelombang disajikan dalam bentuk persamaan hipergeometrik. Hasil-
hasil ini dipaparkan dalam bentuk persamaan yang menunjukkan keterkaitan antara energi dan fungsi
gelombang dengan variabel-variabel yang terlibat.

Kata kunci: Persamaan Klein Gordon, koordinat silinder, potensial Hulten, potensial scraff hiperbolik tipe I
dan II.
How to Cite: Elviyanti, I.L. & Syukron, A.A. (2024). Solusi Persamaan Klein Gordon dengan Kombinasi Potensial

Hiperbolik dalam 3D Koordinat Silinder. Schrodinger Jurnal Ilmiah Mahasiswa Pendidikan Fisika, 5(1), 72-81.
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PENDAHULUAN

Persamaan Klein Gordon digunakan untuk menggambarkan karakteristik partikel
mikroskopis spin-nol di banyak bidang fisika, khususnya mekanika kuantum relativistik
(Momtazi et al., 2014). Persamaan Klein Gordon untuk berbagai potensial telah diselesaikan
dengan menggunakan metode yang berbeda seperti potensial Trigonometri (Cari et al.,
2017), Potensial Poschl-Teller (Nugraha et al., 2017) serta potensial shape invariant (Suparmi
et al., 2018), potensil Hulten (Elviyanti et al., 2018) menggunakan Metode Iterasi Asimtotik
(AIM). Selain itu, persamaan Klein Gordon dapat diselesaikan dengan menggunakan Nikiforov
Uvarof untuk Potensial Hulten (Ikot et al., 2011) dan potensial cotangent hiperbolik (Elviyanti
& Syukron, 2020). Metode metode dalam mekanika kuantum non-relativistik yang lain untuk
menyelesaikan persamaan Klein Gordon yaitu menggunakan metode hipergeometri dengan
potensial osilator harmonic (Cari et al., 2019; Poszwa, 2014).

Dalam penelitian ini, persamaan Klein Gordon untuk potensial silinder non-pusat

yang dapat dipisahkan dalam kasus anti partikel (S(X):_V(X)) (Ikhdair, 2011) direduksi
menjadi tiga persamaan mirip Schrodinger satu dimensi dengan bentuk variasi potensial.
Pada kondisi tersebut, persamaan Klein-Gordon dapat direduksi menjadi persamaan
Schordinger-/ike equation sehingga dapat diselesaikan menggunakan metode dalam
mekanika kuantum non-relativistik (Suparmi, 2011; Suparmi et al., 2019). Penyelesaian ini
dapat menghasilkan energi dan fungsi gelombang. Potensial silinder non-pusat tiga dimensi
yang dapat dipisahkan tiga dimensi yang dapat dipisahkan (Suparmi et al., 2018) terdiri dari
potensial bagian radial () yang menggunakan potensial Hulten (Biswas & Debnath, 2013;
Elviyanti et al., 2018), potensial bagian sudut (8) menggunakan potensial Hyperbolic Scarf
tipe I (Suparmi et al., 2018) dan bagian aksial (z) menggunakan potensial Hyperbolic Scarf
tipe II (Suparmi, 2013). Setiap bagian potensial adalah potensial bentuk hiperbolik.

Potensial Hulten digunakan untuk bidang fisika nuklir, fisika
partikel dan fisika atom, fisika zat padat dan fisika-kimia (Roy, 2005). Fungsi gelombang dari
potensial hulthen telah digunakan dalam masalah fisika zat padat. Selain
itu, fungsi gelombang potensial Hulthen like digunakan untuk
meninvestigasi masalah atom (Varshni, 1990). Potensial hiperbolic scraff tipe I telah
digunakan untuk mempelajari dinamika quark-gluon (Pratiwi et al., 2016). Scraf hiperbolik
tipe II telah digunakan untuk mempelajari elektrodinamika dan Model kristal dalam keadaan
padat (Negro et al., 2004). Persamaan Klein Gordon dengan potensial bentuk invarian adalah
direduksi menjadi persamaan diferensial hipergeometrik umum yang dapat diselesaikan
dengan metode iterasi asimptotik (AIM).

Persamaan Klein Gordon dengan kombinasi potensial hiperbolik dalam 3D
koordinat silinder

Persamaan Klein-Gordon merupakan hasil reduksi dari
persamaan Schordinger yang dikembangkan sesuai dengan teori relativitas khusus yang
digunakan untuk partikel berspin nol (Poszwa, 2014). Berikut merupakan Persamaan Klein
Gordon:

(E_v(f))zw(r):[pzcz+(M002+s(f))1 (1)

Dimana £ dan M adalah energi relativitas dan massa. Potensial vektor (V (x)) berhubungan

dengan energi gerak partikel dan S(x)adalah potensial skalar yang berhubungan dengan
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energi diam partikel. Persamaan Klein-Gordon memiliki dua kondisi yaitu kondisi potensial
skalar sama dengan potensial vektor (S(x)zv(x)) yang digunakan untuk partikel dan

potensial skalar sama dengan negatif potensial vektor (S(x):—v(x)) untuk antipartikel

(Ikhdair, 2011). Pada kondisi tersebut, persamaan Klein-Gordon dapat direduksi menjadi
persamaan Schordinger-/ike equation sehingga persamaan Klein-Gordon dapat diselesaikan
menggunakan metode dalam mekanika kuantum non-relativistik.

Kemudian, persamaan Klein Gordon di aplikasikan pada koordinat silinder sebagai

18( 6)+1 o° & )

berikut: A==—|r —2—2+—2
or) r-oe° oz

ror
Dengan 0<r<w,0<60<27,0<z<0. Kombinasi potensial hiperbolik disajikan sebagai
berikut:
(V—“(l cothar)j+l(b2_a(a+l) 2b(a+§)sinha0}+[b2+a(a—1) 2b(a—§)coshazj 3)
27 r - -

cosh? 6 cosh? ¢6 sinh? az sinh? oz

Dimana, W, q, a, dan b adalah konstanta positif.
Kemudian mengaplikasikan (S(x):—V(x)) pada persamaan Klein Gordon,
koordinat silinder dan kombinasi potensial hiperbolik, maka diperoleh:

(V—H(l—cothar)j
laﬁ(raﬁj b*-a(a+l) 2b(a+})sinhad )
ror or 2 2 - a
0, E2-M/?)-(E-M ,0,2)=0

18 & w(r Z)+( °) ( )| r[ cosh? a6 cosh? a6 ] v(r6.2)

774_7

r’ 09> oz’ b2 a(a-1) 2b (a—%)coshaz

smhzaz sinh? oz

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode Asymtotic Iteration
Method (AIM). Metode AIM adalah teknik matematis yang digunakan untuk menemukan
solusi eksak dari persamaan diferensial orde dua linear. Metode ini melibatkan penggunaan
hubungan rekursif untuk mencapai solusi dengan iterasi yang konvergen. AIM sangat
berguna dalam berbagai bidang ilmu, terutama dalam fisika teoritis, untuk menyelesaikan
persamaan yang muncul dalam konteks mekanika kuantum dan teori relativitas. Metode AIM
dapat ditulis dalam bentuk (Ciftci et al., 2003; Falaye, 2012)

K (1)= 2 (1) (1)+35 (ks (1) (5)
dimana 4, (1)dans, (1) adalah koefisien dari persamaan diferensial yang terdefinisi dalam

suatu interval dan kontinu pada rentang nilai / Parameter m menunjukkan indeks ke-m.
Variabel s,(I) dan A4,(l) bersifat dapat didiferensialkan. Dengan mendiferensialkan

Persamaan (5) terhadap [ maka diperoleh,
kn (D=2 (1)ky (1) +s,(Dk, (1) (6)

dimana
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A () =2 (N+s,(1)+4" (1) )

5.(1) =3 (1)+5, (1) % (1) 8)
kemudian diferensial ke (j+1) dan (j+2)dengan j=123... , sehingga diperoleh,

k'™ (1) =411 (Dky (1) +5;4 (Dkq (1) 9)

kn'* (1) = ( Yk (1)+5; (D, (1) (10)
dimana

A (1N =2 1 (D+s () +A4 (1) 4.(1) (11)

$;(X) =51 (%) + 8 (%) 44 (X) (12)

ini disebut dengan hubungan berulang (recurrence relation). Dari rasio perbandingan ke-
(j+1) dan ke-(j+2), dipeoleh,

_ B +Si(|)
i|n[kj+l(|)]=k”j?+2((|§= ij(l)zkm(l) }”(')km(l)} (13)
di b k(I Conosia(l)
ijl(l)_km(l)+ W0 km(l)}

Untuk nilai iterasi jyang cukup besar,
(1) _sia()
40 2.0 "

dimana 7(l)adalah aspek metode asimtotik.

V()= Ca ()exp( [ (%) + Ao (%) ] (15)

dimana C; adalah konstanta yang muncul dari hasil integral. Maka harga nilai eigen dapat
diperoleh dari operasi akar sesuai kondisi berikut

Ay (N =2()siu(1)=A4(D)s; (1) (16)
Pada umumnya solusi eigennilai dari Persamaan(11) dan (12) diberikan dalam Persamaan
(13). Sementara untuk solusi fungsi eigen ditunjukkan oleh,

; al™* t+1), . win
Kn (I)_z[W_T]km (')—ka(') (17)

Kemudian Persamaan (17) dibandingkan dengan persamaan tipe AIM pada Persamaan (5)
untuk memperoleh konstanta-konstanta dari Persamaan

(G)m:F(o-+m); U=2t+N+3; p=(2t+1)b+2a (18)
I'(o) N +2 (N+2)b
Persamaan (19) digunakan untuk menentukan fungsi eigen yang ditunjukkan oleh,
ko (1)=(=1)"C,(N+2)"(c),, ,F(-m, p+m;o;bl"?) (19)

dimana C,adalah konstanta normalisasi dan , F, adalah fungsi hipergeometri (Ciftci et al.,
2003; Falaye, 2012).
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Penelitian ini memanfaatkan metode pemisahan variabel untuk menyelesaikan
persamaan Klein-Gordon yang dipengaruhi oleh kombinasi potensial hiperbolik. Persamaan
(4) diselesaikan dengan metode pemisahan variabel dengan membuat fungsi gelombang
menjadi

w(r.6,2)=R(r)P(6)Z(z) (20)
Pemisahan variabel dari fungsi gelombang pada persamaan (20) yang dilakukan, maka

diperolehlah 3 bagian yaitu axial (z), angular (8), dan radial (r), yang dapat ditulis sebagai
berikut

1 °2(z)| o b*+a(a-1) 2b(a-j)coshaz)
2(2) o J (E M")( sinh? az sinh’ az J_ﬂl 1)
1 0°P(0) b?-a(a+1) 2b(a+3)sinhab )|
P(9) 08 ]{(E_M")[ cosh’af  cosh?af H_% (22)
%g[raRa—(rr)j]—{(E—Mo)(v?'*(l—cothar)j—(Ez—MOZ)—ﬂl—i’Z—Z}R(r)=O (23)

Dimana A, dan A, adalah konstanta pemisahan variabel. Dengan pemisahan ini, persamaan

diferensial Klein-Gordon dapat dipecahkan secara terpisah untuk setiap komponen. Kemudian
Persamaan (21) sampai (23) diselesaikan masing-masing dengan AIM.

Solusi Persamaan Klein Gordon Bagian Axial (z)

Memisalkan coshaz =(1—2u,) dari Persamaan (21), maka Persamaan (21) menjadi.

u, (1_uz)@+(l_uzjdz—(z)+l:nawo (bz va(a-1) 2b(a—;)(1—2U)J+%}Z(Z):O(24)

du,’ 2 du, 4u, (1-u,) 4u, (1-u,)

E-M
Dimana, 7gu, =% ;A =? . kemudian, dengan menggunakan fungsi gelombang

baru Z =u,”” (1-u,)” f(u,) , Persamaan (24) menjadi,

(2}/2 +;j—(2yz +2U,7, +1)UZ

. ' ﬂ“z_(}/z+;(z)2 _
f(uz)+ uz(l—uz) f(uz)+|: uz(l—uz) ]f(uz)o (25)
Dengan
5T | (b-(a=3)) +1 |+
I e
1 2
oA Tewm, (b+(a_%)) +i |t
2 =2 J [ > | (27)

Dengan membandingkan persamaan (5) dan (25) maka dihasilkan,
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ﬂo _ _(27/2 +%) + (2;(2 +%)
u, —-u, (28)
2 2
SO=(7/Z+Z2) _j’z+(7z+;(z) _ﬁ“z (29)
u, (1-u,)

Dengan menggunakan Persamaan (6), (16), dan (25), maka diperoleh eigenvalue,
A=y, +z,+n,) (30)

2 2 2
ﬂi:az Zi\/_nEM0 [(b_(a_%)) +%:|+% N Zi\/_nEMO [(b"'(a_%)) +%:|+% n (31)

n, adalah bilangan kuantum axial. Untuk fungsi gelombang bagian axial dihasilkan dari
Persamaan  (16), (17), (18), dan (19) serta  coshaz=(1-2u,)dan

Z(u,)=u,(1-u,)” f(u,) , sehingga diperoleh fungsi gelombang, maka

7z Xz
ZO(UZ)ZC,(l—coshazj (1+coshaz) (32)
2 2
72 V43
Zl(uz):_c,(l—coshazj (1+coshazj y
2 2
(_1)(27,Z + 2)(1 + 2)(003%0‘2_1) (33)
2 1)51
(27, +2)11+ (27, +1)

Persamaan (32) dan (33) merupakan fungsi gelombang untuk n,=0dan n,=1 dari persamaan
Klein Gordon kombinasi potensial hiperbolik bagian aksial (2).

Solusi Persamaan Klein Gordon Bagian Angular (0)

Memisalkan sinha@=i(1—2ug)dari Persamaan (22), maka Persamaan (22)
menjadi.

ug(l_ug)M{E_ugde_@{nwo (bz_a(a+1)_2b(a+%)i(1—2u9)J+,19]p(9)=0(34)

du,’ 2 du, 4u, (1-u,) 4u,(1-u,)

(E-M.) . 5 =22 Kemudian, ¢ kan fungsi gelomb
T, s = —5» K€mudian, déngan menggunakan ftungsi gelombang

baru P(6)=u,” (1-u,)” f(u,) , Persamaan (34) menjadi,

Dimana 7z =

Q

/19_(79+)(9)2

() u, (1-u,)

u,(1-u,)

(27/9+;)—(27/H+2u9;59 +1)u,
f(u,) { }f(u9)=0 (35)
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= 36
Yo 5 (36)
1 . 2
21\/—77EM0 [(b+|(a+§)) +}1}+}1
Ko = 5 (37)
Dengan membandingkan persamaan (5) dan (35) maka dihasilkan,
p. _(27.9 +%) n (27(9 +%)
U, 1-u,
(38)
2 2
So:(7e+7(9) _/19+(7¢9+7(9) — A (39)
u, (1-u,)
Dengan menggunakan Persamaan (6), (16), dan (35), maka diperoleh eigenvalue,
do =70+ 20+ 1) (40)
2
1 . 2 1 . 2
4+ = b— 1 A 4+ = b 1 R
j,zzaz > \/ 77EM0|:( ;(a"'z)) +4:|+4 . 5 \/ 77EM0|:( +;(a+2)) +4}+4 in, (41)

n, adalah bilangan kuantum angular. Untuk fungsi gelombang bagian angular dihasilkan dari
Persamaan (16), (17), (18), dan (19) serta sinha@=i(1-2u,) dan baru

P(6)=u,” (1-u,)” f(u,) , sehingga diperoleh fungsi gelombang,

P Yo P Xo
Po(ug):C’(l ISI;haH] (1+|smha9] 42)

_ —isinhad 1+isinh a6
e C( j ( j isinh a0 — 1) (43)

o220 2) s

(2}/5 +1)

(27, +1)41+

Persamaan (42) dan (43) merupakan fungsi gelombang untuk n, =0 dan n, =1 dari dari
persamaan Klein Gordon kombinasi potensial hiperbolik bagian Angular (6).

Solusi Persamaan Klein Gordon Bagian Radial (r)

Q(r) 1 1

Dengan mengaplikasikan R(r)=—=> , cothar=1-2u , dan — =—
J P (r) Jr “ ' r2  sinh?ar
dalam Persamaan (23), maka menjadi
d°Q(r) dQ(r) K, tEy Ky +E
u (l-u)———=+@1-2u)—~2+|n, ——L 248V _0IE ry=0 44
(1-u) du,? d-2u) du, |77 a, 4(1-u,) Q(r) ()

Dengan
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(EZ—M02)+(E—MO)V2H+21

v
2aHz = " (45)

1 1. e
7, :(Z"‘ﬂ?j?”(v _(E Mo)

Kemudian, dengan menggunakan fungsi gelombang baru  Q(r)=u, (1-u, )" f(u,),
Persamaan (44) menjadi,
f"(ur)+|:(2;/r +1)_(2}/r +2;(r +2)ui| f'(ur)+|:771 _(7r +Zr)(7r +Zr +1) f (ur)=0 (46)

u, (1-u,) u, (1-u,)
Dimana
E2-M %)+ E-M V. +(E*°-M ?)+
7r=i\/( °2) A gan mzi\/( o)V (2 ) (47)
do da

Dengan membandingkan persamaan (5) dan (44) maka dihasilkan,

(27, +1) .\ (27, +1)

__ 48
& u, 1-u, (48)
s =L ~et2) e+ 2+ m (4 2) (4 2+ (49)

u, (1-u,)
Dengan menggunakan Persamaan (6), (16), dan (46), maka diperoleh eigenvalue,
77/‘{:(yr+Zr+n)(yr+Zr+(n+l)) (50)

Dari Persamaan (50) dapat diperoleh energi relativistik persamaan Klein Gordon dalam
kombinasi potensial hiperbolik, yaitu

R N E= M S L
4

a
jwj;}z—(nﬁ;ﬂ

n, adalah bilangan kuantum angular. Persamaan (51) merupakan energi relativistik dari

persamaan Klein Gordon dalam kombinasi potensial hiperbolik. Energi relativistik ini diperoleh
dari bagian radial (). Persamaan (31) dan (41) yang merupakan konstanta disubstitusikan
pada Persamaan (51). Untuk menghitung energi relativistik dapat menggunakan software
Matlab. Namun, dalam penelitian ini hanya disajikan sampai persamaan energi relativistik saja.
Nilai energi relativistik yang dihasilkan dalam persamaan Klein-Gordon dapat bernilai positif
dan negatif. Energi bernilai positif terjadi ketika persamaan Klein-Gordon digunakan untuk
menjelaskan partikel bebas yaitu partikel yang berdiri sendiri. Energi total partikel sepenuhnya
dinyatakan oleh energi kinetiknya sehingga energinya kosntan, oleh karena itu dapat dipilih
partikel dengan keadaan energi positif dan dapat mengabaikan keadaan energi negatif.
Sementara, energi bernilai negatif ketika persamaan Klein-Gordon diberlakukan pada partikel
tunggal yang memiliki interaksi dengan partikel lain. Ketika partikel saling berinteraksi maka
terjadi pertukaran energi dengan lingkungan, dimana ada sejumlah energi yang diemisikan
dalam proses. Kemudian, energi dari sebuah partikel akan menuju ke keadaan energi negatif
tak terhingga, sehingga keadaan energi negatif tidak dapat diabaikan (Ikhdair dan Hamzavi,
2012).

Untuk fungsi gelombang bagian angular dihasilkan dari Persamaan (16), (17), (18), dan (19)

serta cothar =1-2u,dan baru Q(r)=u/ (1-u,)* f(u,), sehingga diperoleh fungsi
gelombang,
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maka
Ve Xr
Qo(Ur)ZC'(l_Coztharj (1+coztharj (52)
7r Xr
Ql(ur)zc,(l—cotharj (l+cotharj y
2 2
(-1)(27, +27,+ 2)(00thzar_1j (53)
(27, +1)41+

(27, +1)

Persamaan (52) dan (53) merupakan fungsi gelombang untuk n. =0 dan n, =1 dari

persamaan Klein Gordon kombinasi potensial hiperbolik bagian radial (7). Penelitian ini berhasil
menyelesaikan persamaan Klein-Gordon untuk partikel spin nol dalam kombinasi potensial hiperbolik
menggunakan metode pemisahan variabel dan AIM. Solusi yang diperoleh meliputi fungsi
gelombang untuk bagian axial, angular, dan radial, serta energi relativistik partikel. Metode AIM
terbukti efektif dalam menemukan solusi eksak untuk persamaan diferensial orde dua, khususnya
dalam konteks fisika teoritis.

KESIMPULAN

Penyelesaian energi relativistik dan fungsi gelombang dari persamaan Klein Gordon
yang dipengaruhi oleh kombinasi potensial hiperbolik yaitu potensial hulten serta potensial
scraff hiperbolik tipe I dan II menggunakan metode iterasi asimtotik. Persamaan Klein Gordon
dalam kondisi anti parrtikel yaitu potensial skalar sama dengan negatif potensial vektor

(S(X)_ v (X)) Persamaan Klein Gordon dikaji dalam sistem koordinat silinder tak terpusat.
Energi relativistik dan fungsi gelombang disajikan dalam bentuk persamaan. Energi relativistik
dihasilkan dari bagian radial dan fungsi gelombang disajikan dalam bentuk persamaan
hipergoemetri.
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